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Resumo

A descricao de uma rede social pode ser simplificada pela atri-
buigao de papéis aos individuos, de modo que a relagao de vizinhanca
entre os vértices seja preservada. Neste contexto, temos uma atri-
buicao de papéis de um grafo simples, chamado convidado, para um
grafo sem arestas multiplas, chamado anfitrido, que caracteriza um
homomorfismo localmente sobrejetor, ou seja, um mapeamento de
vértices do grafo convidado para o grafo anfitriao de modo que a
relagdo de vizinhanca seja preservada. Ainda que restrito ao caso do
grafo anfitrido ter apenas dois vértices, o problema da existéncia de
uma atribuicao de papéis, chamada de 2-atribuicao, foi demonstrado
ser NP-completo por Roberts e Sheng [4]. Consideramos a classe
dos prismas complementares, que sao os grafos formados a partir
da uniao disjunta do grafo com seu respectivo complemento, adici-
onadas as arestas de um emparelhamento perfeito entre os vértices

correspondentes. Apresentamos como resultado a caracterizagao da
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2-atribuicao de papéis para prismas complementares para cada grafo
anfitriao especifico. Concluimos que qualquer prisma complemen-
tar de um grafo, que nao seja o prisma do grafo caminho com trés

vértices, tem uma 2-atribuicao de papéis.

1 Introducao

As atribuicoes de papéis em grafos foram propostas por Everett e Bor-
gatti [2], que as chamaram de coloragao de papéis, cuja origem é a teoria
do comportamento social. Neste contexto, podemos questionar se as atri-
buicoes de papéis tém entre seus vizinhos exatamente todos os papéis
desejados.

O grafo convidado G é um grafo simples que representa a comunidade
e o grafo anfitriaco H é um grafo sem arestas multiplas que representa
a relagdo desejada entre os papéis. Uma H-atribuicao de papéis é um
homomorfismo de G para H que além de preservar as arestas, mantém os
conjuntos das vizinhangas.

Dado um A um inteiro positivo, o problema de decidir se determinado
grafo convidado G, tem um grafo anfitriao H com h vértices e uma H-
atribuicdo de papéis é chamada h-ATRIBUICAO DE PAPEIS. A com-
plexidade deste problema foi classificada para grafos gerais por Roberts e
Sheng [4] como NP-completo, inclusive para os grafos anfitrides especificos
com apenas 2 vértices o problema foi provado ser NP-completo.

Sheng (2003)[5] estudou 2-atribuicao de papéis para grafos triangulares.
Forneceu um algoritmo guloso para encontrar uma 2-atribuigao de papéis
em um grafo triangular conexo, nao bipartido, com no maximo um vértice
pendente. Zhu et al. (2016) [6] apresentaram o problema de atribuigao de
papéis de grupo com fatores de cooperacao e conflito. As contribuigoes de
Zhu et al. sao a formalizacao do problema proposto, a caracterizacao da
complexidade linear, as simulagoes e a sistematizacao da coleta dos fatores
essenciais a tomada de decisoes em um cenario do mundo real.

Neste trabalho, apresentamos a caracterizacao de 2-atribuicao de papéis
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para prismas complementares rotulados para cada grafo anfitrido. Os
prismas complementares, definidos por Haynes et al. [3], sdo um caso
particular do produto complementar, que foi introduzido por generalizar

o produto cartesiano.

2 Conceitos Preliminares

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)) em que V(G) é um con-
junto de vértices e F(G) é um conjunto de pares nao ordenados de vértices
de V(G), nao necessariamente distintos, chamados de arestas. Considera-
mos |V(G)| =n e |[E(G)| = m e denotamos uma aresta que liga o vértice
u ao vértice v por uwv. Se uv € E(G), dizemos que o vértice u é adjacente
ao vértice v, ou que u € vizinho de v. A wizinhanca de um vértice v,
denotada por Ng(v) é o conjunto de todos os vértices adjacentes a v no
grafo G.

Um grafo completo, denotado por K,, é um grafo com n vértices no
qual ha uma aresta entre cada par de vértices distintos. Para n > 2, um
caminho de tamanho n, denotado por P, é uma sequéncia de n vértices
distintos dois a dois (z1,z2,...,zy,) tal que z;z,41 € E(G) para todo
i€{l,...,n—1}. Paran > 3, um ciclo de tamanho n, denotado por
Chn, € uma sequéncia de n vértices distintos dois a dois com excegao dos
extremos (z1,%2,...,Ty,) tal que 1 = z, e x;x,41 € E(G) para todo
ie{l,...,n—1}.

Dado um grafo G simples e um grafo H sem arestas multiplas. Um
homomorfismo sobrejetor p : V(G) — V(H) é uma H -atribui¢ao de papéis
de G se a restrigao de p a vizinhanga de qualquer vértice de V(G) é
sobrejetora, ou seja, p(Ng(u)) = Ng(p(u)), com u € V(G). Para h =
|V (H)|, dizemos que p é uma h-atribuicao de papéis de G. Quando p(u) =
1, dizemos que u tem papel igual a i.

Para determinar se um grafo convidado tem 2-atribuicao de papéis em
grafos gerais, Roberts e Sheng [4] verificaram todas as possiveis com-

binacoes de grafos anfitrides. Se h = 2, existem seis possiveis grafos
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anfitrices, Hy a Hg ilustrados na Figura 1. Assumimos, na Figura 1,
que os vértices representados em preto tém papel igual a 1 e os demais

tém papel igual a 2, representados em branco.

H@® O H, @&—O

ne O  ne—90
nd O ne—90

Figura 1: Possiveis grafos anfitrides decorrentes da 2-atribuicao de papéis.

Para cada z € V(G), denotamos por Z seu vértice correspondente em G.
O prisma complementar de G ¢ definido por V(GG) = {z,7 | x € V(G)}
e E(GG) = E(G)UE(G)U{zz | z € V(G)}.

Conforme Dourado [1], se o grafo convidado G é conexo, entao o grafo
anfitrido de cada atribuicdo de papel de G também é conexo. Esta pro-
priedade é valida para qualquer grafo convidado e para qualquer grafo
anfitrido. E facil constatar que o prisma complementar é sempre conexo,
portanto as possibilidades de H; a Hs nao existem. Serao analisados
apenas os casos de Hy, Hs, e Hg.

Lembramos que Roberts e Sheng [4], mostram que um grafo G tem
uma Hy-atribuigdo de papéis se e somente se G é bipartido e nao tem
vértices isolados. No mesmo artigo, Roberts e Sheng [4] mostram que o
problema de 2-atribuicao de papéis é NP-completo para os grafos anfitrides
especificos Hs e Hg.

Claramente, o problema de 2-atribuicdo de papéis gera mais possibili-
dades do que quando restringimos o grafo anfitridao. De fato, o prisma
complementar do grafo C; nao possui Hs-atribuicao de papéis, mas pos-
sui uma Hg-atribuigao de papéis (veja na Figura 2) o que faz dele uma
instancia afirmativa para o problema de 2-atribuicao de papéis. Uma
instancia negativa para o problema de 2-atribuicao de papéis é dada pelo

prisma complementar do grafo Pj.



Prismas complementares com 2-atribuicao de papéis 87

Figura 2: Prisma complementar do grafo C4 com uma Hg-atribuicao de
papéis.

3 Resultados

Nesta secao, caracterizaremos quando GG tem H-atribuicdo de papéis

para H ~ H4, H5 e Hg, comegando por Hy.

Teorema 3.1. O prisma complementar de G tem Hy-atribuicao de papéis

se e somente se n < 2.

Prova. (=) Ao supor que n > 3, mostramos que o prisma complementar
nao é bipartido. Seja G’ C G com |V(G’)| = 3. Temos que G’ ¢ isomorfo a
K3, K3, P3 ou P3. Dividiremos a prova em dois casos, exibindo em cada um
deles um ciclo fmpar em GG. Se G’ ~ K3 ou K3, entdo temos C3 ~ K3 C
GG. Se nao, G' ~ P3 ou P3. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que G’ ~ P3, ou seja, que V(G') = {a,b,c} e E(G") = {ab,bc}. Logo, em
GG, temos o ciclo {a, b, ¢, ¢ a,a} de comprimento 5. O resultado segue de
Roberts e Sheng [4] e do fato do prisma complementar ser conexo.

(<) Por Roberts e Sheng [4], um grafo G tem uma Hy-atribuigao de
papéis, se e somente se G é bipartido e nao tem vértices isolados. Se
n < 2, é facilmente verificado que o prisma complementar satisfaz estas

condicoes. O

Para se ter uma Hj-atribuicao de papéis, um grafo tem que ter pelo
menos 3 vértices. No caso do prisma complementar, isso implica que G
tem pelo menos 2 vértices. O primeiro caso a analisar é o grafo completo

com 2 vértices ou mais.

Lema 3.2. O prisma complementar de K, tem Hs-atribuicdo de papéis

para n > 2.
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Prova. Consideramos p : V(K,K,) — V(Hs), definido por p(z) = 2 para
r € V(K,) ep®) =1paraz € V(K,). Comon >2,sez € V(K,), entdo
temos que p(Nog(x)) = {1,2} e p(N.5(T)) = {2}. Logo, por definigao, p

é uma Hjs-atribuicao de papéis. O

Em virtude do lema anterior, e dado que o prisma complementar do
grafo P3 nao tem 2-atribuicao de papéis, podemos supor a seguir que n >
4. Para facilitar a caracterizacao das 2-atribuicao de papéis, utilizamos a
classe dos grafos split. Um grafo G é split, se V(G) for particionado em
uma clique denominada de C' e um conjunto independente denominado de
I. Denominamos (C, I) de parti¢ao split de G. A principio, mostramos o

caso de G ser split com cada membro da particdo ndo sendo unitério.

Lema 3.3. Seja G um grafo split e (C, I) uma particao split de G, tal que
|I| > 2 e|C| > 2. Entdo o prisma complementar tem uwma Hjs-atribui¢do

de papéis.

Prova. Consideramos p : V(GG) — V(Hs), tal que:

1, sexeIUC;
p(z) = 3
2, senao.
Se z € I, como Ng(z) = {T}UNg(z) C CUI, temos que p(Nogz(z)) =
{2}. Da mesma forma, se T € C, temos que p(N.5(T)) = {2}.
Se z € C, como |[C] > 2, existe y € C — {z}. Claramente, y € N 5(z),
como p(y) = 2 e p(T) = 1, temos que p(N z(x)) = {1,2}. Da mesma
forma, se T € I, temos que p(Noa(@)) = {1,2}. O

O préximo teorema mostra o caso de qualquer grafo split de ordem
n > 4.

Teorema 3.4. Se G € um grafo split de ordem n > 4, entdo o prisma

complementar tem uma Hsy-atribuicao de papéis.

Prova. Pelo Lema 3.2, podemos supor que G # K, ou K,,. Logo, existe
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uma particao split (C,I) com C # D eI # 0. Se|I| >2e|C| > 2,0
resultado segue do Lema 3.3. Uma vez que G nao é isomorfo a K,,, nem
a K,, existe zy € F(G) tal que x € C e y € I. Dado que |C] = 1, temos
que C' = {z}. Consideramos C' = {x,y} e I' = I —{y}, temos que (C’,I")
é uma partigao split de G. Como n > 4, temos que |I| > 3 e logo |I'| > 2.
Portanto, podemos aplicar o Lema 3.3 & particao split (C’,I'). Se |I| =1,
entao |C| > 3, como G nao ¢ isomorfo a K, temos que existe zy ¢ E(Q)
comz € I ey e C. Consideramos C' = C — {y} e I' = {z,y}, temos que
(C',I') é uma particao split de G satisfazendo a hipdtese do Lema 3.3,

entao G tem uma Hs-atribuigao de papéis. O

Os dois proximos resultados analisarao o caso de G nao ser split.

Lema 3.5. Seja G um grafo ndo split, tal que I é um conjunto indepen-
dente mazimal de G e C uma clique mazimal de G — I com |C| > 2.

Entao, o prisma complementar tem uma Hs-atribuicdo de papéis.

Prova. Consideramos V' = V(G) — (C' U I). Como G nao é split, entao
V' # (). Definimos p : V(GG) — V(Hs), por:

1, sexcIUC;
p(z) = 5
2, senao.

Se x € I, entdo N g(x) = {ZT} U Ng(z) C {Z} UC UV’ e temos que
p(Neog(z)) = {2}. Se T € C, entdo N5(T) = {z} UNZ(Z) C {z}UIUV’
e temos que p(N.z(z)) = {2}

Se z € C, entao p(Z) = {1}. Como |C| > 2, existe y € C, tal que
zy € E(GQ) ep(y) = 2,1ogo p(Ng(x)) = {1,2}. Sex € V', entao p(T) = 2.
J& que I é um conjunto maximal, existe y € I, tal que zy € E(G)
e p(y) = 1. Logo, p(Nog(z)) = {1,2}. Se T € I, entdo p(z) = 1.
Logo, p(Nog(@)) = {1,2}. Se T € V7, entdao N gz(z) = {z} U N5(Z)
e p(x) = 2. Temos que C é uma clique méximal de G — I, logo existe
y € C tal que vy ¢ E(G). Portanto, § € N.&(T) e p(y) = 1, e assim
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p(Nog(T)) = {1,2}. Entdo, GG tem uma Hs-atribuicdo de papéis. O

Como veremos na demonstracao do Teorema a seguir, se o grafo convi-
dado nao é split e nao satisfaz as condigoes do Lema 3.5, o grafo convidado
G é bipartido. Como G 7 Cy4 e Cy ndo tem Hjs-atribuicio de papéis, com-

pletamos os casos possiveis com o teorema a seguir:

Teorema 3.6. Seja G um grafo bipartido ndao split com n > 5 vértices.

Entao o prisma complementar tem uma Hs-atribuicdo de papéis.

Prova. Como G é bipartido, existe uma partigdo (A, B) na qual A é um
conjunto independente maximo. Claramente, |A| > |B| e A contém Gy (o
conjunto dos vértices isolados de V(G)). Como G nao é um grafo split,
entdo |B| > 2. Logo, |A| > 3, pois senao |A| = |[B] =2 en > 4, uma
contradi¢do ja que n > 5. Queremos mostrar que sempre existe uma
aresta ab € E(G) N (A x B) tal que para qualquer v € B — {b}, existe
u € A—{a} com uwv € E(G). Suponhamos que nao é o caso. Logo, para
toda aresta ab € E(G) existe v € B — {b} tal que uv ¢ E(G) para todo
u € A—{a}. Como A é um conjunto independente maximo, temos que
av € E(G). Concluimos que |A — Gy| < |B|, logo BU Gj é um conjunto
independente maior que A, uma contradigao.
Consideramos p : V(GG) — V(Hs), tal que:

I, ser € A—{a}Ux =aouz = b;
p(x) = )
2, senao.

Para qualquer x € A—{a}, Noz(z) C {T}UDB e temos que p(N g(x)) =
{2}. Além disso, ab ¢ E(G) implica que N z(a) C {a} UV(G) — {a,b},
ou seja, p(Nyz(@)) = {2}. Da mesma forma, p(N.g(b)) = {2}.

Para qualquer © € B—{b}, pela hipétese, existe u € A—{a} tal que ax €
E(G). Uma vez que p(u) = 1 e p(T) = 2, concluimos que p(N g (z)) =
{1,2}. Desde que p(a) =2 e p(b) = 1, temos que p(N (b)) = {1,2}. Da
mesma forma, p(a) =1 e p(b) = 2, temos que p(N,z(a)) = {1,2}. Temos
que |A] > 3, para T € A — {a}, assim temos que p(r) = 1. Existe
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y € A—{a,z} tal que p(y) = 2, obtemos que p(N (7)) = {1,2}.
Para finalizar, se T € B — {b}, como p(b) = 1 e p(x) = 2, temos que

p(Ngz(Z)) = {1,2}. Portanto, GG tem uma Hs-atribuicao de papéis. O

A seguir apresentamos as condigoes suficientes para que o prisma com-

plementar de um grafo G tenha uma Hs-atribuicao de papéis.

Teorema 3.7. Sen > 2 e G % P3, P3, Cy ou Cy, entdo o prisma com-

plementar tem uma Hs-atribuicao de papéis.

Prova. O caso em que G ~ K, ou K, é tratado pelo Lema 3.2. Logo,
G# K,ouKk,en>4,jiqueG % P3ou P;. Se G é split, utilizamos o
Teorema 3.4. Supomos que G nao é split, I é um conjunto independente
maximal de G e C' uma clique maximal de G —I. Se |C| > 2, aplicamos o
Lema 3.5. Podemos supor que |C| = 1, ou seja, G — I nao possui arestas.
Logo, G ¢ bipartido com particio (I,V(G) — I). Como G % Cy ou Cy e

temos que n > 5, aplica-se o Teorema 3.6. O

Terminamos com a caracterizacao dos prismas complementares com Hg-

atribuigao de papéis.

Teorema 3.8. O prisma complementar de G tem um Hg-atribuicdo de

papéis se e somente se G e G ndo tém vértices isolados.

Prova. (=) Seja p uma Hg-atribui¢do de papéis de GG. Suponhamos
que existe um vértice x isolado em G. Logo, |N g(z)| = 1. Como
Nga(p(z)) = {1,2}, temos uma contradi¢ao, uma vez que G nao pos-
sui vértice isolado. Sendo assim,

(<) Consideramos p : V(GG) — V(Hg), tal que:

1, se x € V(Q);
p(x) = )
2, senao.

Seja x € V(G), entao p(x) = 1 e temos que ver que p(N gz(x)) = {1,2}.

Como G nao possui vértices isolados, existe um y € Ng(z). Logo, y €
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Nga(z) e p(y) = 1. Além disso, temos T € V(G), logo T € N gz(z),
p(E) = 2. Togo, p(Neg(x)) = {1,2

Seja z € V(G), logo T € Nyg(z) e p(z) = 2. Existe um b € V(G)
tal que (z,b) ¢ E(G). Logo, (z,b) € E(G), assim T,b € Nyz(z), como

p(z) =1 e p(b) = 2. Logo, p(Nsz(x)) = {1,2}. Entao, o prisma comple-

mentar tem uma Hg-atribuicao de papéis. O

Concluimos que todos os prismas complementares, com excecao de Ps

ou Ps, tém uma 2-atribuicio de papéis.

Teorema 3.9. O prisma complementar de G tem 2-atribuicdo de papéis
se e somente se G % Py e G # Ps.

Prova. (=) Segue do fato que o prisma complementar do grafo P nao
tem 2-atribuicao de papéis.

(<) Segue dos Teorema 3.1, do Teorema 3.7 e do Teorema 3.8. O

Este trabalho é resultado de uma pesquisa de doutorado em andamento.
Estamos trabalhando em caracterizar os prismas complementares com 3-
atribuicao de papéis. Conjecturamos que para h = 3 o problema seja de

complexidade de tempo linear e para h > 4, seja NP-completo.

Referéncias

[1] M. C. Dourado, Computing role assignments of split graphs. Theo-
retical Computer Science, Elsevier, 635(2016) : 74 — 84.

[2] M. G. Everett e S. Borgatti, Role colouring a graph. Mathematical
Social Sciences, 21.2(1991) : 183 — 188.

[3] T. W. Haynes, M. A. Henning, P. J. Slater e L. C. van der Merwe,
The complementary product of two graphs. Bulletin of the Institute
of Combinatorics and its Applications, 51(2007) : 21 — 30.



Prismas complementares com 2-atribuicao de papéis 93

[4] F.S. Roberts e L. Sheng, How hard is it to determine if a graph has
a 2-role assignment?. Networks, 37.2(2001) : 67 — 73.

[5] L. Sheng,

2-Role assignments on triangulated graphs. Theoretical

Computer Science, 304.1 — 3(2003) : 201 — 214.

[6] H. Zhu, Y. Sheng, X. Zhou, Y. Zhu,

Group Role Assignment With

Cooperation and Conflict Factors. SIEEE Transactions on Systems,
Man, and Cybernetics: Systems, 48.6(2016) : 851 — 863.

Diane Castonguay

Instituto de Informatica
Universidade Federal de Goids
Goiania, Brasil

diane@inf.ufg.br

Fernanda Neiva Mesquita
Instituto de Informatica
Universidade Federal de Goids
Goiania, Brasil

fernandaneiva@inf.ufg.br

Elisangela Silva Dias

Instituto de Informatica
Universidade Federal de Goids
Goiania, Brasil

elisangela@inf.ufg.br



	Introdução
	Conceitos Preliminares
	Resultados

