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O problema da partição em

cliques–dominantes

H. V. e Sousa C. N. Campos

Resumo

Dado um grafo G, uma partição em cliques–dominantes (PCD)

é uma partição de V (G) tal que cada uma de suas partes seja um

conjunto clique–dominante. O problema da partição em cliques–

dominantes consiste em determinar

dcl(G) = max{|P| : P é uma PCD de G}.

Neste trabalho, este problema é apresentado e estudado para a classe

dos grafos bipartidos, a classe dos produtos cartesianos, a classe dos

produtos diretos de grafos completos, e a classe das potências de

ciclos.

1 Introdução

Seja G um grafo com conjunto de vértices V (G) e conjunto de arestas

E(G). O conjunto S ⊆ V (G) é uma clique se os seus vértices são dois

a dois adjacentes. Um conjunto S ⊆ V (G) é denominado um conjunto

dominante do grafo G, se para todo vértice v ∈ V (G), ou v é um elemento
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de S, ou v é adjacente a um elemento de S. O número de dominação

de G, γ(G), é a cardinalidade de um menor conjunto dominante de G.

O problema do conjunto dominante mı́nimo consiste em determinar γ(G)

para um grafo G arbitrário. Este problema foi demonstrado ser NP-dif́ıcil

em 1979, por M. Garey e D. Johnson [GJ79].

O estudo formal dos conjuntos dominantes se iniciou por volta de 1960

[Ore62], embora problemas relacionados a eles tenham sido estudados an-

teriormente [Jae62]. Muitas aplicações reais podem ser modeladas como

problemas de conjuntos dominantes. Algumas destas aplicações levaram

à definição de variantes do problema do conjunto dominante mı́nimo ori-

ginal. Uma variante, particularmente importante para este trabalho, con-

siste em adicionar a restrição de que o conjunto dominante seja uma clique

(conjunto clique-dominante), definindo o problema da clique-dominante.

Em analogia a γ(G), o valor γcl(G) é a cardinalidade de um menor con-

junto clique-dominante em G. Convém observar que γcl(G) não está defi-

nido para todos os grafos. Por exemplo, um ciclo com cinco vértices não

possui conjuntos cliques-dominantes.

Em 1977, em um artigo com grande impacto na popularização do pro-

blema do conjunto dominante, E. J. Cockayne e S. T. Hedetniemi [CH77]

introduziram uma nova variante do problema do conjunto dominante.

Uma partição dominante é uma partição de V (G), tal que cada uma

de suas partes seja um conjunto dominante de G. Define-se o número

domático1, d(G), como max{|P| : P é uma partição dominante de G}.
Note que d(G) está sempre bem definido, pois todo grafo possui uma

partição dominante com uma única parte igual a V (G). Este problema

tem atráıdo atenção de vários pesquisadores e muitos resultados têm apa-

recido na literatura [Ber88,KS94,RV98,Vol11].

Uma extensão natural deste problema consiste em considerar partições

de V (G) em conjuntos dominantes com restrições adicionais [HHS98,Zel92].

Neste contexto, uma partição em cliques-dominantes (PCD) é uma partição

de V (G) em conjuntos cliques-dominantes. O número clique-domático,

1Em inglês, denominado domatic number.
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dcl(G), é definido como max{|P| : P é uma PCD}. Este trabalho aborda

o problema de determinar dcl(G) para algumas classes de grafos.

2 Resultados Principais

É uma observação simples o fato de que um grafo completo com n

vértices, Kn, possui uma PCD com n partes unitárias. Logo, dcl(Kn) = n.

Já para um grafo bipartido completo, Km,n, cujas partes possuem cardina-

lidade m e n, uma partição em cliques-dominantes nem sempre existe. Por

exemplo, o grafo K2,3 não possui uma partição em cliques-dominantes. O

teorema a seguir caracteriza os grafos bipartidos que possuem uma PCD.

Teorema 2.1. Seja G um grafo bipartido. O grafo G possui uma PCD

se e somente se G ∼= Kn,n. Ademais, dcl(Kn,n) = n, para n ≥ 2. ■

O produto cartesiano de dois grafos simples G1 e G2 é o grafo G1 2 G2,

que possui V (G1)×V (G2) como conjunto de vértices e, dois vértices (u, v)

e (x, y) adjacentes se e somente se, ou u = x e {v, y} ∈ E(G2), ou {u, x} ∈
E(G1) e v = y. Os grafos obtidos pelo produto cartesiano de dois grafos

possuem uma estrutura bem comportada, que associada às exigências de

uma partição em conjuntos cliques-dominantes levou a obtenção de uma

caracterização dos grafos resultantes de produtos cartesianos que admitem

uma PCD.

Teorema 2.2. Seja G o grafo obtido pelo produto cartesiano dos grafos

G1 e G2, com |V (G1)| ≥ 2 e |V (G2)| ≥ 2. O grafo G possui uma partição

em cliques–dominantes se e somente se G1
∼= Kp e G2

∼= Kq. Ademais,

dcl(Kp2Kq) = max{p, q}. ■

O produto direto de dois grafos simples G1 e G2 é o grafo G1 ×G2, que

também possui conjunto de vértices V (G1) × V (G2), com dois vértices

(u, v) e (x, y) adjacentes se e somente se {u, x} ∈ E(G1) e {v, y} ∈ E(G2).

O Teorema 2.3 estabelece o número clique-domático para o produto direto

de dois grafos completos com pelo menos três vértices.
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Teorema 2.3. Seja G ∼= Kp ×Kq, p ≥ 3, q ≥ 3. Então, dcl(G) =
⌊pq

3

⌋
.

Esboço da Demonstração. ConsidereG como estabelecido na hipótese. Ini-

cialmente, mostramos que um conjunto clique-dominante de G precisa ter

cardinalidade pelo menos três. Em seguida, constrúımos uma partição em

cliques–dominantes para G, com cardinalidade
⌊pq

3

⌋
. A construção dessa

partição depende do valor pq mod 3.

Sejam G1
∼= Kp, com V (G1) = {u0, . . . , up−1} e G2

∼= Kq, com V (G2) =

{w0, . . . , wq−1}. Considere G = G1 × G2 e denote vij o vértice (ui, wj)

de V (G). Vamos construir uma rotulação canônica dos vértices de V (G)

dispondo-os em formato matricial, seguindo as suas diagonais, conforme

ilustra a Figura 1(a). A Figura 1(b) exibe a rotulação final para este

exemplo, que inclui a troca dos rótulos dos vértices com rótulo 1 e pq.

(a) Ordem a ser seguida para cons-
truir a rotulação.

(b) Rotulação final.

Figura 1: Exemplo de rotulação canônica do grafo K4 ×K4.

Utilizando a rotulação canônica, constrúımos P = {P1, . . . , P pq
3
} tal

que Pi = {3(i − 1) + 1, 3(i − 1) + 2, 3i}, 1 ≤ i ≤ pq
3 , quando pq ≡ 0

(mod 3). Para os casos em que pq ≡ l (mod 3), l ∈ {1, 2}, a construção

é similar, mas exige l partes de cardinalidade quatro. Estas são formadas

pelos vértices de uma diagonal com quatro vértices, tal como a composta

pelos vértices 7, 8, 9 e 10 na Figura 1(b). Mostramos que sempre existem

l destas diagonais e que estas são cliques-dominantes. ■
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Seja Cn um grafo ciclo com V (Cn) = {v0, . . . , vn−1}. Para vi, vj ∈
V (Cn) definimos dCn(vi, vj) como o menor número de arestas em um ca-

minho entre vi e vj no Cn. A k-ésima potência do Cn é o grafo Ck
n,

com conjunto de vértices V (Ck
n) = V (Cn) e conjunto de arestas E(G) =

E1 ∪ . . .∪Ek, tal que El = {{vi, vj} : dCn(vi, vj) = l}. Note que k ≤
⌊
n
2

⌋
.

Dizemos que uma aresta e ∈ El possui alcance l. Observe que, consi-

derando esta definição de potências de ciclos, os grafos desta classe são

sempre simples. Além disso, quando k =
⌊
n
2

⌋
, Ck

n
∼= Kn e dcl(Kn) = n.

Para determinar o número clique-domático das potências de ciclos es-

tabelecemos condições suficientes para que um determinado conjunto de

dois vértices seja uma clique-dominante, conforme explicita o Lema 2.1.

Lema 2.1. Seja G ∼= Ck
n, com n ≤ 3k + 1, k <

⌊
n
2

⌋
e d = 3k + 1 − n.

Então, S = {vi, vi+l} com k − d ≤ l ≤ k é uma clique-dominante em

G. ■

O Teorema 2.4 caracteriza as potências de ciclos que possuem uma PCD

e estabelece o valor de dcl(C
k
n) para estes casos.

Teorema 2.4. Seja G ∼= Ck
n. O grafo G possui pelo menos uma PCD se

e somente se k ≥ n−1
3 . Ademais, dcl(C

k
n) =

⌊
n
2

⌋
, para n−1

3 ≤ k <
⌊
n
2

⌋
.

Esboço da Demonstração. Inicialmente, as cliques de G são particionadas

em dois tipos: cliques internas e cliques externas. A seguir, mostramos

que quando k < (n − 1)/3, G não possui cliques externas e as cliques

internas não são conjuntos dominantes. Supomos, então, k ≥ (n− 1)/3.

Se k =
⌊
n
2

⌋
, então G é isomorfo a um grafo completo, cujo número

clique–domático é conhecido. Suponha k <
⌊
n
2

⌋
. Nas potências de ciclos,

∆(G) = 2k. Caso n seja par, temos k ≤ n
2 −1; então, ∆(G) ≤ n−2. Caso

n seja ı́mpar, temos k ≤ n−1
2 − 1; então, ∆(G) ≤ n − 3. Em ambos os

casos, não temos vértices universais em G. Logo, uma clique-dominante

em G possui pelo menos dois vértices. Isto implica, dcl(G) ≤
⌊
n
2

⌋
. Vamos

construir uma PCD, P, com este número de partes.

Por hipótese, n−1
3 ≤ k <

⌊
n
2

⌋
. Isto implica que 2k + 2 ≤ n ≤ 3k + 1.

Particione V (G) em três blocos, B1, B2, B3, tais que B1 = {v0, . . . , vk−1},
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B2 = {vk, . . . , v2k−1} e B3 = {v2k, . . . , vn−1}. Note que, |B1| = |B2| = k e

2 ≤ |B3| ≤ k + 1. Denote uij o j-ésimo vértice do i-ésimo bloco. Dizemos

que uij é um vértice ı́mpar (par) se j é ı́mpar (par). A Figura 2 exemplifica

estes conceitos.

Figura 2: Partição em blocos do C4
13. Nesta partição, o vértice v1 = u12 é

um vértice par e o vértice v6 = u23 é um vértice ı́mpar.

A construção de P prossegue em casos, dependendo da cardinalidade de

B3. Neste esboço, vamos mostrar a construção do caso em que |B3| = k.

Para os outros casos, são necessárias algumas adaptações, mas para todos

eles, o Lema 2.1 tem um papel fundamental.

Caso 1. |B3| = k. Neste caso, P = P1 ∪P2 ∪P3 ∪P4, definidas a seguir:

P1 = {{u1i , u2i } : 2 ≤ i ≤ 2
⌊
k−2
2

⌋
e i par};

P2 = {{u2i , u3i } : 1 ≤ i ≤ k e i ı́mpar};
P3 = {{u1i−1, u

3
i } : 2 ≤ i ≤ k e i par};

P4 =

{{u1k−1, u
1
k, u

2
k−1}}, se k é ı́mpar;

{{u1k, u2k}}, se k é par.

As Figuras 3 e 4 exemplificam P para diferentes paridades de k.

Pelo Lema 2.1, os elementos de P1, P2, P3 e P4 (no caso em que k é

par) são cliques dominantes de G. O alcance das arestas nas cliques de

P1 e P2 é sempre k. Para as cliques de P3 e de P4 no caso par, o al-

cance é k− 1. Considere P4, com k ı́mpar. Pelo Lema 2.1, {u1k−1, u
2
k−1} é

clique-dominante em G. Além disso, u1k é adjacente a ambos u1k−1 e u2k−1.

Portanto, {u1k−1, u
1
k, u

2
k−1} é clique-dominante em G. Resta verificar que

P é uma partição de V (G).
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Figura 3: Grafo C3
9 . Partição P = {{u11, u32}, {u12, u13, u22}, {u21, u31}, {u23,

u33}} exemplificando o caso em que k é ı́mpar.

Figura 4: Grafo C4
12. Partição P = {{u11, u32}, {u12, u22}, {u13, u34}, {u14,

u24}, {u21, u31}, {u23, u33}} exemplificando o caso em que k é par.

Vértices de B1: O vértice u1k pertence a um único elemento de P4. Se k for

ı́mpar, então u1k−1 também pertence ao único conjunto de P4. Os demais

vértices pares de B1 estão em elementos de P1, cada um deles pertencendo

a um único conjunto. Similarmente, os elementos ı́mpares, excetuando-se

u1k, k ı́mpar, pertencem a conjuntos de P1.

Vértices de B2: Cada vértice ı́mpar de B2 pertence a um único elemento

de P2. No caso em que k é par, o vértice u2k pertence a apenas um elemento

de P4 e cada um dos demais vértices pares pertence a apenas uma parte

de P1. Caso k seja ı́mpar, o vértice u2k−1 é um elemento da única parte de

P4 e cada um dos vértices pares restantes pertence a uma única parte de

P1.

Vértices de B3: Cada vértice ı́mpar de B3 pertence a um único elemento

de P2 e cada vértice par de B3 pertence a um único elemento de P1. ■
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3 Conclusão

Neste trabalho, abordamos o problema da partição em cliques-dominan–

tes para algumas classes de grafos. Em particular, foi considerada a classe

das potências de ciclos. Uma extensão deste trabalho, em andamento,

é a caracterização das potências de caminhos que possuem partições em

cliques-dominantes.

Embora nem todas as classes de grafos possuam partições em cliques-

dominantes, ou mesmo cliques-dominantes, identificar para quais classes

elas existem e podem ser caracterizadas é um problema atraente, que

revela propriedades estruturais importantes das classes consideradas.

Referências

[Ber88] Alan A. Bertossi, On the domatic number of interval graphs, Inform. Process.

Lett. 28 (1988), no. 6, 275–280. MR 963513

[CH77] E. J. Cockayne and S. T. Hedetniemi, Towards a theory of domination in graphs,

Networks 7 (1977), no. 3, 247–261. MR 483788

[GJ79] Michael R. Garey and David S. Johnson, Computers and intractability, W.

H. Freeman and Co., San Francisco, Calif., 1979, A guide to the theory of NP-

completeness, A Series of Books in the Mathematical Sciences. MR 519066

[HHS98] T. W. Haynes, S. Hedetniemi, , and P. Slater, Domination in graphs, Mono-

graphs and Textbooks in Pure and Applied Mathematics, vol. 209, Marcel Dekker,

Inc., New York, 1998, Advanced topics, Edited by Teresa W. Haynes, Stephen T.

Hedetniemi and Peter J. Slater. MR 1605685
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