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Resumo

Um conjunto de vértices S de um grafo GG é geodesicamente con-
vexo se 0s vértices de todo caminho minimo entre vértices de S
pertencem a S. O numero de Helly é o menor inteiro k para o qual
toda familia k-intersectante C de conjuntos convexos de G possui um
vértice comum aos conjuntos de C. Determinamos o nimero de Helly
para arvores, d-grades completas, ciclos, completos e k-partidos com-
pletos. Apresentamos também dois limitantes inferiores.

1 Introducao

Dado um conjunto finito V', uma familia C de subconjuntos de V é dita
uma convezxidade em V quando o conjunto vazio e o conjunto V' pertencem
a C, quando é fechada por intersecao e a uniao de uma cadeia de elementos
ordenada por inclusao de C estd em C. Os subconjuntos de C sao ditos
convexos. O menor conjunto convexo contendo X C V é denominado

envoltéria ou fecho convexo de X [vdV93]. Para convexidades finitas, ser
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fechada por uniao o resultado é o iltimo elemento, ou seja, tal condicao é
satisfeita [Duc88, DGK™09].

Utilizamos o conceito de convexidades em grafos. Existem diversas
convexidades, como a de caminhos de tamanho trés e a de caminhos in-
duzidos. Encontra aplicagoes nas redes sociais, marketing e computacao
distribuida. O foco deste trabalho foi a convexidade geodética [DRASS13].

A distancia d(u,v) entre dois vértices u, v € G é o comprimento de
um caminho minimo entre v e v em G. Uma geodésica entre u e v é um
caminho minimo entre u e v. Nesta convexidade, dados um grafo G e
um conjunto S C V(G), um conjunto S é dito convexo se, para quaisquer
dois vértices em S, todos os caminhos minimos entre esses dois vértices
estdao em S. O intervalo fechado entre dois vértices u e v é o conjunto
I[u,v] de todos os vértices pertencentes a alguma geodésica entre u e v. Se

S CV(Q), entao I[S] = U I[u,v]. Podemos definir também conjunto
u,WES
convexo utilizando o conceito de intervalo: Dados um grafo Ge S C V(G),

entao S é dito convexo em G se I[S] = S.

Estudamos o parametro conhecido por nimero de Helly [DPS09, Duc08]
no contexto da convexidade geodética. Tem esse nome gragas ao teorema
do matemético Eduard Helly [Hel23|, que diz que em um espago euclidi-
ano d-dimensional, se em uma colecao finita de n > d conjuntos convexos,
qualquer d + 1 conjuntos tém um elemento em comum, entao existe ao
menos um elemento em comum em todos os conjuntos. Tal teorema ori-
ginou a propriedade de Helly, que diz que uma familia C de subconjuntos
de um conjunto atende a propriedade de Helly se, para toda subfamilia
formada por subconjuntos dois a dois intersectantes, entao existe um ele-
mento comum a todos os subconjuntos. A propriedade possui aplicacoes
em otimizacao em problemas de localizagdo, na computacdo em biolo-
gia computacional e processamento de imagens. Trataremos a familia de
conjuntos convexos como um hipergrafo e seus conjuntos convexos como
hiperarestas [DPS09, Ber73].

Um hipergrafo H é um par ordenado (V(H),E(H)), onde V(H) =
{vi,..,;vn}, com n < oo, e E(H) = {Ey,...,Epn}, onde E; C V(H),
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para i = 1,2,...,m. Os elementos de V(#) sdo os vértices do hipergrafo
e os conjuntos Fj, Es, ..., E,, sdo chamadas hiperarestas, onde V(H) =

U  Ei. O nicleo de H é definido como nicleo(H) = EyNEsN...NE,,.
E;€E(H)
Um hipergrafo é dito k-uniforme se todas suas as hiperarestas possuem

exatamente k vértices, assim todo grafo G é um hipergrafo H 2-uni forme.
Um conjunto S é um g-conjunto se |S| = q, S é um ¢~ -conjunto se |S| < ¢
e S é um ¢ -conjunto se |S| > ¢g. Um hipergrafo H' é um hipergrafo par-
cial de H se E(H') C E(H). Um hipergrafo H é dito p-intersectante se
todo p~-hipergrafo parcial de H possui ntcleo nao vazio.

Nosso foco é definir para algumas classes de grafos o nimero de Helly,
cuja definigao é uma extensao do conceito da propriedade, ou seja, o menor
nimero inteiro £ tal que para toda subfamilia k-intersectante, o nicleo é
nao vazio. Assim, dizemos que o grafo é k-Helly. Em particular, quando
k = 2 dizemos que a familia atende a propriedade de Helly. Se uma familia
C for k-Helly, serda também p-Helly para k < p.

Dada uma familia de conjuntos convexos na convexidade geodética, que
por ser uma familia de subconjuntos dos vértices de um grafo, é um hi-
pergrafo, estudamos entao para quais classes, ou caracteristicas, o grafo
atende ou nao a propriedade de Helly, ou para qual niimero inteiro p esta
familia atende a propriedade. O teorema sobre hipergrafos de Berge e
Duchet [Ber89], apresentado a seguir, mostra uma caracteriza¢do de um

hipergrafo ser ou nao k-Helly.

Teorema 1.1 (Berge e Duchet [BD75, Ber89]). Um hipergrafo H ¢é k-
Helly se e somente se para todo conjunto A de vértices com |A| =k + 1,

a intersec@o das hiperarestas E; com |E; N A| > k é nao vazio.

2 O numero de Helly na convexidade geodética

Apresentaremos resultados para algumas classes de grafos e a seguir
para classes mais complexas. A partir de algumas dessas classes detecta-

mos limites inferiores para o parametro.
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2.1 Arvores

Teorema 2.1 (Arvores). Seja G um grafo do tipo drvore. Entio h(G) =
2.

Demonstragao. Todo conjunto convexo em um grafo do tipo arvore é uma
subarvore, e subarvores de uma arvore atendem a propriedade de Helly
[Gol80].

Logo, h(G) = 2.

2.2 Grafos completos

Teorema 2.2 (Completos). Dado um grafo G' com n vértices, denotado

por K, entdao h(G) = n se e somente se G é um grafo completo.

Demonstragdo. Seja G = K, um grafo completo com n vértices.
Tomando no grafo K, a familia de conjuntos convexos S1 = {va, vs, ..., vn },
Sy = {v1,v3, ..., 0}, .., Sp = {v1,v2,...,v,-1}, estes formam uma familia

de convexos, (n — 1)-intersectante, com ntcleo vazio. Assim, G nao é

(n — 1)-Helly.
Logo h(G) = n.
Supondo h(G) = n e, supondo por contradi¢ao, que G é um grafo

nao completo, ou seja, existem ao menos dois vértices nao adjacentes
em G. Tomemos os conjuntos A; = {vg,vs,...,v,}, Aa = {v1,v3,..., 0},

, Ap = {v1,v9,...,vp_1}. Tais conjuntos sao (n — 1)-intersectantes.
Tomando o fecho convexo de cada um desses conjuntos, temos os conjuntos
convexos S1 = H(A1), S2 = H(Az), ... , Sp, = H(A,). Assim, cada
conjunto convexo Sy terd, ao menos n — 1 elementos. Como o grafo G
nao é completo, existe um vértice v;, para algum ¢, 1 < ¢ < n, tal que
dois de seus vizinhos nao sao adjacentes, vizinhos estes que pertencem a
A;. Desse modo, v; € H(A;), e como v; € Aj, para todo j # 4, entdo
v; € H(A;), para todo j, 1 < j < n. Logo v; € S}, para todo j, 1 < j < n.

Pelo Teorema 1.1, temos que, dado o conjunto A = {vy, v, ..., v, }, ou seja,
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|A| = n, a intersegao dos conjuntos convexos Sj, com [S; NA| >n—1¢
nao vazio, pois v; € Sj, para todo j, 1 < j < n. Logo, G é (n — 1)-Helly,
ou seja, h(G) < n — 1, uma contradigao.

Logo G é um grafo completo.

2.3 Ciclos

Teorema 2.3 (Ciclos). Seja G um grafo do tipo ciclo com n vértices
denotado por Cy,. Se n # 4, entdao h(G) = 3. Caso contrario, h(G) = 2.

Demonstracao. Se n = 3, temos que ciclos (3 sao grafos completos de
tamanho trés, logo o ntimero de Helly é igual a trés, consequéncia direta
do resultado para grafos completos (Teorema 2.2).

Os conjuntos convexos num Cy4 com dois ou mais vértices sao as arestas
e o grafo todo. Assim, toda familia 2-intersectante é formada por duas
arestas adjacentes ao mesmo vértice v e o préprio grafo G, ou seja, o
vértice v pertence ao nicleo. Logo, h(Cy) = 2.

Para o caso n > 4, suponhamos, por contradi¢ao, que Cy, nao é 3-Helly.
Entao, pelo teorema de Berge e Duchet (Teorema 1.1), existem vértices
v1, ... , vg € V(Cy) e conjuntos convexos Sy, ... , Sq € V(Cy) tal que v,
€ S, para 1l <1i,7 <4, se e somente se i # j. Sem perda de generalidade,
assumimos que existe um caminho de v; até vs, contendo v e nao contendo
vg. Assumimos também que o fecho convexo de vq e vg contém vy. Assim
So contém vy e ws, mas nao contém wvs, uma contradicao. Logo, o grafo
G é 3-Helly, ou seja, h(G) < 3. Como é sempre possivel tomarmos trés
conjuntos convexos contidos no ciclo, caminhos de tamanho [ %], de modo
a serem 2-intersectantes com o nicleo vazio, temos que h(G) > 3.

Logo, h(G) = 3.
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3 Limites inferiores para o nimero de Helly

Nesta secao, apresentamos dois limitantes inferiores para o nimero de
Helly na convexidade geodética que poderao ser verificados em qualquer
grafo que possua determinada caracteristica. Definimos como geodético
um ciclo induzido Cj, [ # 4, em G, em que os vértices de todo caminho
P, no ciclo, para k = [%], formam um conjunto convexo. Com efeito, um
limitante inferior é a existéncia em G de ciclos geodéticos, assim h(G) > 3.
Outro limitante inferior é o tamanho da clique méaxima, consequéncia
direta da caracterizacao de grafos completos. Assim, se a clique maxima
de um grafo G tem tamanho k, entao h(G) > k.

4 Outras classes de grafos

Nesta secao, apresentaremos algumas classes nao tao simples, ou nao

tao comuns quanto as anteriores.

4.1 Grafos k-partidos completos

Teorema 4.1 (k-partido). Dado um grafo G k-partido completo. Entao
h(G) = k.

Demonstracao. Seja G um grafo k-partido completo.

Temos no grafo G k conjuntos independentes, a saber My, ... , M.
Como cada vértice de M; é adjacente a todos os vértices dos conjuntos
M, para i # j, seus convexos nao vazios sao as cliques, variando o tama-
nho de um até k, sendo as de tamanho k as méximas de G, e o préprio
G. Assim, ndo temos em G convexos com mais vértices que os formados
pelas cliques maximas a nao ser o préoprio grafo. Como a clique méxima
é um limitante inferior, h(G) = k.

|
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4.2 Grades

Teorema 4.2 (d-Grade). Dado um grafo G(aq, s, ...,aq) onde G é do
tipo d-grade completa, finita, (grade de dimensao d, 2 < d < o00). Entao
h(G) = 2.

Demonstracao. Seja G um grafo do tipo d-grade completa.
Representaremos cada vértice v de G como pontos de coordenadas intei-
ras positivas no espaco d-dimensional, com 2 < d < o0, e cada dois vértices
u e w sao adjacentes se e somente se a distancia euclidiana entre v e w é
igual a um [IPS82]. Assim, o conjunto dos vértices V(G(a1,aq,...,aq))
={v = (v1,v2,...,v9)/1 < v1 < aq,1 < vy < ag,...,1 <vg < ag}.
Como todo convexo de uma d-grade completa é uma d-subgrade completa
entao cada S;, 1 < i < 3, é uma d-subgrade completa de G. Assim, dados

vértices a, b e ¢ em G, cada conjunto convexo .S;, é da forma:

S1 = {(u1,u2,...,uq)/min{bi,c1} < uy < max{by,c1} e min{bs,ca} <
ug < max{ba,calt,...,min{bg, cq} < ug < max{by,cq}},

Sa = {(v1,ve,...,vq)/min{a1,c1} < vi < max{a,c1} e min{ag,ca} <
vo < max{ag,ca},...,min{ag,cqt < vg < maxf{aq,cq}},

Sz = {(w1,wy,...,wg)/min{ai, b1} < w; < mazx{a, b} e min{ag, by} <
wy < max{ag,ba},...,min{aq,bs} < wg < mazx{ag,by}}.

Tomando um vértice e = (e1, ea, ..., e4), de modo que cada uma de suas

coordenadas e = mediana{ak, by, cr}, 1 < k < d, verifica-se facilmente
que e € S1, e € Sy e e € 53, ou seja, o vértice e € S1 N .Sy N S, assim
S1NSyN Sy # 0.

Logo, h(G) = 2.

5 Conclusoes

Apresentamos neste trabalho resultados para o ntmero de Helly na

convexidade geodética para algumas classes de grafos, como arvores, grafos
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completos, ciclos, grafos k-partidos e d-grades. Apresentamos também

dois limitantes inferiores para o parametro.
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