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Resumo

Um conjunto de vértices S de um grafo G é geodesicamente con-

vexo se os vértices de todo caminho mı́nimo entre vértices de S

pertencem a S. O número de Helly é o menor inteiro k para o qual

toda famı́lia k-intersectante C de conjuntos convexos de G possui um

vértice comum aos conjuntos de C. Determinamos o número de Helly

para árvores, d-grades completas, ciclos, completos e k-partidos com-

pletos. Apresentamos também dois limitantes inferiores.

1 Introdução

Dado um conjunto finito V , uma famı́lia C de subconjuntos de V é dita

uma convexidade em V quando o conjunto vazio e o conjunto V pertencem

a C, quando é fechada por interseção e a união de uma cadeia de elementos

ordenada por inclusão de C está em C. Os subconjuntos de C são ditos

convexos. O menor conjunto convexo contendo X ⊆ V é denominado

envoltória ou fecho convexo de X [vdV93]. Para convexidades finitas, ser
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fechada por união o resultado é o último elemento, ou seja, tal condição é

satisfeita [Duc88, DGK+09].

Utilizamos o conceito de convexidades em grafos. Existem diversas

convexidades, como a de caminhos de tamanho três e a de caminhos in-

duzidos. Encontra aplicações nas redes sociais, marketing e computação

distribúıda. O foco deste trabalho foi a convexidade geodética [DRdSS13].

A distância d(u, v) entre dois vértices u, v ∈ G é o comprimento de

um caminho mı́nimo entre u e v em G. Uma geodésica entre u e v é um

caminho mı́nimo entre u e v. Nesta convexidade, dados um grafo G e

um conjunto S ⊆ V (G), um conjunto S é dito convexo se, para quaisquer

dois vértices em S, todos os caminhos mı́nimos entre esses dois vértices

estão em S. O intervalo fechado entre dois vértices u e v é o conjunto

I[u, v] de todos os vértices pertencentes a alguma geodésica entre u e v. Se

S ⊆ V (G), então I[S] =
⋃

u,v∈S
I[u, v]. Podemos definir também conjunto

convexo utilizando o conceito de intervalo: Dados um grafo G e S ⊆ V (G),

então S é dito convexo em G se I[S] = S.

Estudamos o parâmetro conhecido por número de Helly [DPS09, Duc08]

no contexto da convexidade geodética. Tem esse nome graças ao teorema

do matemático Eduard Helly [Hel23], que diz que em um espaço euclidi-

ano d-dimensional, se em uma coleção finita de n > d conjuntos convexos,

qualquer d + 1 conjuntos têm um elemento em comum, então existe ao

menos um elemento em comum em todos os conjuntos. Tal teorema ori-

ginou a propriedade de Helly, que diz que uma famı́lia C de subconjuntos

de um conjunto atende a propriedade de Helly se, para toda subfamı́lia

formada por subconjuntos dois a dois intersectantes, então existe um ele-

mento comum a todos os subconjuntos. A propriedade possui aplicações

em otimização em problemas de localização, na computação em biolo-

gia computacional e processamento de imagens. Trataremos a famı́lia de

conjuntos convexos como um hipergrafo e seus conjuntos convexos como

hiperarestas [DPS09, Ber73].

Um hipergrafo H é um par ordenado (V (H), E(H)), onde V (H) =

{v1, ..., vn}, com n < ∞, e E(H) = {E1, ..., Em}, onde Ei ⊆ V (H),
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para i = 1, 2, ...,m. Os elementos de V (H) são os vértices do hipergrafo

e os conjuntos E1, E2, ..., Em são chamadas hiperarestas, onde V (H) =⋃
Ei∈E(H)

Ei. O núcleo de H é definido como núcleo(H) = E1∩E2∩ ...∩Em.

Um hipergrafo é dito k-uniforme se todas suas as hiperarestas possuem

exatamente k vértices, assim todo grafo G é um hipergrafo H 2-uniforme.

Um conjunto S é um q-conjunto se |S| = q, S é um q−-conjunto se |S| ≤ q

e S é um q+-conjunto se |S| ≥ q. Um hipergrafo H′ é um hipergrafo par-

cial de H se E(H′) ⊆ E(H). Um hipergrafo H é dito p-intersectante se

todo p−-hipergrafo parcial de H possui núcleo não vazio.

Nosso foco é definir para algumas classes de grafos o número de Helly,

cuja definição é uma extensão do conceito da propriedade, ou seja, o menor

número inteiro k tal que para toda subfamı́lia k-intersectante, o núcleo é

não vazio. Assim, dizemos que o grafo é k-Helly. Em particular, quando

k = 2 dizemos que a famı́lia atende à propriedade de Helly. Se uma famı́lia

C for k-Helly, será também p-Helly para k < p.

Dada uma famı́lia de conjuntos convexos na convexidade geodética, que

por ser uma famı́lia de subconjuntos dos vértices de um grafo, é um hi-

pergrafo, estudamos então para quais classes, ou caracteŕısticas, o grafo

atende ou não à propriedade de Helly, ou para qual número inteiro p esta

famı́lia atende a propriedade. O teorema sobre hipergrafos de Berge e

Duchet [Ber89], apresentado a seguir, mostra uma caracterização de um

hipergrafo ser ou não k-Helly.

Teorema 1.1 (Berge e Duchet [BD75, Ber89]). Um hipergrafo H é k-

Helly se e somente se para todo conjunto A de vértices com |A| = k + 1,

a interseção das hiperarestas Ej com |Ej ∩A| ≥ k é não vazio.

2 O número de Helly na convexidade geodética

Apresentaremos resultados para algumas classes de grafos e a seguir

para classes mais complexas. A partir de algumas dessas classes detecta-

mos limites inferiores para o parâmetro.
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2.1 Árvores

Teorema 2.1 (Árvores). Seja G um grafo do tipo árvore. Então h(G) =

2.

Demonstração. Todo conjunto convexo em um grafo do tipo árvore é uma

subárvore, e subárvores de uma árvore atendem à propriedade de Helly

[Gol80].

Logo, h(G) = 2.

■

2.2 Grafos completos

Teorema 2.2 (Completos). Dado um grafo G com n vértices, denotado

por Kn, então h(G) = n se e somente se G é um grafo completo.

Demonstração. Seja G = Kn um grafo completo com n vértices.

Tomando no grafoKn a famı́lia de conjuntos convexos S1 = {v2, v3, ..., vn},
S2 = {v1, v3, ..., vn}, ... , Sn = {v1, v2, ..., vn−1}, estes formam uma famı́lia

de convexos, (n − 1)-intersectante, com núcleo vazio. Assim, G não é

(n− 1)-Helly.

Logo h(G) = n.

Supondo h(G) = n e, supondo por contradição, que G é um grafo

não completo, ou seja, existem ao menos dois vértices não adjacentes

em G. Tomemos os conjuntos A1 = {v2, v3, ..., vn}, A2 = {v1, v3, ..., vn},
... , An = {v1, v2, ..., vn−1}. Tais conjuntos são (n − 1)-intersectantes.

Tomando o fecho convexo de cada um desses conjuntos, temos os conjuntos

convexos S1 = H(A1), S2 = H(A2), ... , Sn = H(An). Assim, cada

conjunto convexo Sk terá, ao menos n − 1 elementos. Como o grafo G

não é completo, existe um vértice vi, para algum i, 1 ≤ i ≤ n, tal que

dois de seus vizinhos não são adjacentes, vizinhos estes que pertencem a

Ai. Desse modo, vi ∈ H(Ai), e como vi ∈ Aj , para todo j ̸= i, então

vi ∈ H(Aj), para todo j, 1 ≤ j ≤ n. Logo vi ∈ Sj , para todo j, 1 ≤ j ≤ n.

Pelo Teorema 1.1, temos que, dado o conjunto A = {v1, v2, ..., vn}, ou seja,
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|A| = n, a interseção dos conjuntos convexos Sj , com |Sj ∩ A| ≥ n − 1 é

não vazio, pois vi ∈ Sj , para todo j, 1 ≤ j ≤ n. Logo, G é (n− 1)-Helly,

ou seja, h(G) ≤ n− 1, uma contradição.

Logo G é um grafo completo.

■

2.3 Ciclos

Teorema 2.3 (Ciclos). Seja G um grafo do tipo ciclo com n vértices

denotado por Cn. Se n ̸= 4, então h(G) = 3. Caso contrário, h(G) = 2.

Demonstração. Se n = 3, temos que ciclos C3 são grafos completos de

tamanho três, logo o número de Helly é igual a três, consequência direta

do resultado para grafos completos (Teorema 2.2).

Os conjuntos convexos num C4 com dois ou mais vértices são as arestas

e o grafo todo. Assim, toda famı́lia 2-intersectante é formada por duas

arestas adjacentes ao mesmo vértice v e o próprio grafo G, ou seja, o

vértice v pertence ao núcleo. Logo, h(C4) = 2.

Para o caso n > 4, suponhamos, por contradição, que Cn não é 3-Helly.

Então, pelo teorema de Berge e Duchet (Teorema 1.1), existem vértices

v1, ... , v4 ∈ V (Cn) e conjuntos convexos S1, ... , S4 ∈ V (Cn) tal que vj

∈ Si, para 1 ≤ i, j ≤ 4, se e somente se i ̸= j. Sem perda de generalidade,

assumimos que existe um caminho de v1 até v3, contendo v2 e não contendo

v4. Assumimos também que o fecho convexo de v1 e v3 contém v2. Assim

S2 contém v1 e v3, mas não contém v2, uma contradição. Logo, o grafo

G é 3-Helly, ou seja, h(G) ≤ 3. Como é sempre posśıvel tomarmos três

conjuntos convexos contidos no ciclo, caminhos de tamanho ⌈n2 ⌉, de modo

a serem 2-intersectantes com o núcleo vazio, temos que h(G) ≥ 3.

Logo, h(G) = 3.

■
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3 Limites inferiores para o número de Helly

Nesta seção, apresentamos dois limitantes inferiores para o número de

Helly na convexidade geodética que poderão ser verificados em qualquer

grafo que possua determinada caracteŕıstica. Definimos como geodético

um ciclo induzido Cl, l ̸= 4, em G, em que os vértices de todo caminho

Pk no ciclo, para k = ⌈ l
2⌉, formam um conjunto convexo. Com efeito, um

limitante inferior é a existência em G de ciclos geodéticos, assim h(G) ≥ 3.

Outro limitante inferior é o tamanho da clique máxima, consequência

direta da caracterização de grafos completos. Assim, se a clique máxima

de um grafo G tem tamanho k, então h(G) ≥ k.

4 Outras classes de grafos

Nesta seção, apresentaremos algumas classes não tão simples, ou não

tão comuns quanto as anteriores.

4.1 Grafos k-partidos completos

Teorema 4.1 (k-partido). Dado um grafo G k-partido completo. Então

h(G) = k.

Demonstração. Seja G um grafo k-partido completo.

Temos no grafo G k conjuntos independentes, a saber M1, ... , Mk.

Como cada vértice de Mi é adjacente a todos os vértices dos conjuntos

Mj , para i ̸= j, seus convexos não vazios são as cliques, variando o tama-

nho de um até k, sendo as de tamanho k as máximas de G, e o próprio

G. Assim, não temos em G convexos com mais vértices que os formados

pelas cliques máximas a não ser o próprio grafo. Como a clique máxima

é um limitante inferior, h(G) = k.

■
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4.2 Grades

Teorema 4.2 (d-Grade). Dado um grafo G(α1, α2, . . . , αd) onde G é do

tipo d-grade completa, finita, (grade de dimensão d, 2 ≤ d < ∞). Então

h(G) = 2.

Demonstração. Seja G um grafo do tipo d-grade completa.

Representaremos cada vértice v de G como pontos de coordenadas intei-

ras positivas no espaço d-dimensional, com 2 ≤ d < ∞, e cada dois vértices

u e w são adjacentes se e somente se a distância euclidiana entre u e w é

igual a um [IPS82]. Assim, o conjunto dos vértices V (G(α1, α2, . . . , αd))

= {v = (v1, v2, . . . , vd)/1 ≤ v1 ≤ α1, 1 ≤ v2 ≤ α2, . . . , 1 ≤ vd ≤ αd}.
Como todo convexo de uma d-grade completa é uma d-subgrade completa

então cada Si, 1 ≤ i ≤ 3, é uma d-subgrade completa de G. Assim, dados

vértices a, b e c em G, cada conjunto convexo Si, é da forma:

S1 = {(u1, u2, . . . , ud)/min{b1, c1} ≤ u1 ≤ max{b1, c1} e min{b2, c2} ≤
u2 ≤ max{b2, c2}, . . . ,min{bd, cd} ≤ ud ≤ max{bd, cd}},

S2 = {(v1, v2, . . . , vd)/min{a1, c1} ≤ v1 ≤ max{a1, c1} e min{a2, c2} ≤
v2 ≤ max{a2, c2}, . . . ,min{ad, cd} ≤ vd ≤ max{ad, cd}},
S3 = {(w1, w2, . . . , wd)/min{a1, b1} ≤ w1 ≤ max{a1, b1} emin{a2, b2} ≤

w2 ≤ max{a2, b2}, . . . ,min{ad, bd} ≤ wd ≤ max{ad, bd}}.
Tomando um vértice e = (e1, e2, . . . , ed), de modo que cada uma de suas

coordenadas ek = mediana{ak, bk, ck}, 1 ≤ k ≤ d, verifica-se facilmente

que e ∈ S1, e ∈ S2 e e ∈ S3, ou seja, o vértice e ∈ S1 ∩ S2 ∩ S3, assim

S1 ∩ S2 ∩ S3 ̸= ∅.
Logo, h(G) = 2.

■

5 Conclusões

Apresentamos neste trabalho resultados para o número de Helly na

convexidade geodética para algumas classes de grafos, como árvores, grafos
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completos, ciclos, grafos k-partidos e d-grades. Apresentamos também

dois limitantes inferiores para o parâmetro.

Referências

[BD75] C. Berge and P. Duchet, A generalization of Gilmore’s theorem,

Recent advances in graph theory (Proc. Second Czechoslovak Sym-

pos., Prague, 1974), Academia, Prague, 1975, pp. 49–55. MR 0406801

[Ber73] Claude Berge, Graphs and hypergraphs, North-Holland Publishing

Co., Amsterdam-London; American Elsevier Publishing Co., Inc.,

New York, 1973, Translated from the French by Edward Minieka,

North-Holland Mathematical Library, Vol. 6. MR 0357172

[Ber89] , Hypergraphs, North-Holland Mathematical Li-

brary, vol. 45, North-Holland Publishing Co., Amsterdam, 1989,

Combinatorics of finite sets, Translated from the French. MR 1013569

[DGK+09] Mitre C. Dourado, John G. Gimbel, Jan Kratochv́ıl, Fábio
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