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Algoritmos e Limites para Alguns Casos

Polinomiais da Coloracao Orientada

Mateus de Paula Ferreira Hebert Coelho da Silva

Resumo

Seja = (V, A) um grafo orientado, z{, 2 e A(a)7 e C um
conjunto com k cores distintas. Uma funcdo ¢ : V(G) — C tal
que ¢(z) # 6(y) e se B(x) = ¢(t) entio G(y) # ¢(z) ¢ chamada
de k-coloracgao orientada. O numero cromético orientado x,(G) é
o menor k tal que 8 admite uma k-coloracao orientada. Neste
trabalho demonstramos que um grafo 8 em que seu grafo subjacente
contém um unico ciclo de tamanho multiplo de 3 pode ser colorido
por um torneio que contém um tinico ciclo orientado e que um grafo
orientado aciclico que nao contém o caminho ]ﬁ como subgrafo
pode ser colorido pelo torneio transitivo 1;,. Demonstramos que
um grafo @ tem Xo(@) < 3 se e somente se todo vértice de
é um vértice fonte ou um vértice sumidouro ou todo ciclo de
tem tamanho multiplo de 3 ou 8 é aciclico e nao contém ?’4 €Oomo

subgrafo.
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1 Introducao

Seja G = (V, E) um grafo, a orientagcio de uma aresta e € E(G) é a
substituicao de e por um arco. Um grafo orientado 8 = (V, A) é obtido
de um grafo simples GG pela orientacao de cada aresta, dizemos que G é o
grafo subjacente de 8 Um torneio T, com n vértices é a orientagao de
cada aresta de um grafo completo K. Um torneio é transitivo ou aciclico
se e somente se sempre que b e v sdo arcos, u também é um arco.

Seja x € V(B), o conjunto das adjacéncias de x é definido por I' (z) =
{y:7) € A(a) ouyt € A(a)} O conjunto das adjacéncias também pode
ser definido sobre um conjunto de vértices U C V(a), onde I'z(U) =
Uzer Tz ().

Sejam é e ﬁ dois grafos orientados. Um homomorfismo entre ﬁ e
H ¢ uma fungao f : V(a) — V(ﬁ), onde se a aresta j) € A(G) entdo
f(:v)f(y) € A(ﬁ) O problema da k-colorag¢ao orientada foi introduzido
na literatura por Raspaud e Sopena [5]. Uma k-coloragao orientada de
um grafo ?‘3 é definida pela funcao ¢4 V(B) —{1,2,...,k}, tal que:

e Se ) € A(G), entio 2 (x) # b= (y):
o Se 7, 2t € A(G) e 6a(x) = 6 (1) entio o3 () # 62 (2).

O nimero cromdtico orientado, denotado por Xo(g), é o menor k tal
que 8 admite uma k-coloragao orientada. O problema da k-coloragao
orientada de um grafo 8 também pode ser visto como um homomorfismo
de 8 em um grafo ﬁ com k vértices. O problema de colorir 8 com ﬁ
pode ser chamado de problema da ﬁ—colora@éo e se ﬁ puder colorir 8
entao 8 é ﬁ—colom’vel.

O problema da k-coloragao orientada é NP-completo para k > 4 e pode
ser resolvido em tempo polinomial para k < 3. Bang-Jensen et al. [1] defi-
nem os casos em que o problema pode ser resolvido em tempo polinomial
mesmo quando k > 4. O Teorema 1 divide as classes em que o problema
da ?—coloragéo pode ser resolvido em tempo polinomial, que sao quando

? ¢ um torneio aciclico ou quando ? contém um unico ciclo orientado.
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Teorema 1 [1]. Seja ? um torneio. Se ? contém pelo menos dois ci-
clos orientados, entdo o problema da ?—colomgda € NP-completo. Se
? € aciclico ou tem wm unico ciclo orientado, entdao o problema da ?—

coloracdo pode ser resolvido em tempo polinomial.

Os casos polinomiais em que apresentamos algoritmos e limites sao de-
finidos pelo Teorema 1. Na Secao 2 apresentamos a demonstracao de que
8 ~ P ~ 8 . . .
se nao contém P, 1 como subgrafo entao é colorivel pelo torneio
e g - .
transitivo T;,. A Secao 3 apresenta as propriedades para grafos que tem
Xo(@) = 3. Na Segdo 4, demonstramos que se o grafo subjacente de
contém um unico ciclo de tamanho multiplo de 3 entao 3 pode ser

colorido por um torneio 7 que contém um Unico ciclo orientado.

2 Torneios Aciclicos

Para demonstrar o Teorema 2, Maurer et al. [3] mostram que se um grafo
8 pode ser colorido por um torneio transitivo 7}, entao 8 ¢é aciclico e

nao contém Fl como subgrafo, i > n + 1.

— —
Teorema 2 [3]. Se T,, € um torneio transitivo, entao o problema da T,,-

coloracdo € decidivel em tempo polinomial.

Iremos apresentar uma demonstracao para o resultado obtido da prova
do Teorema 2 com objetivo de discorrer sobre as propriedades que Maurer
et al. [3] dizem ser féceis e obter o algoritmo de coloragao para as hipéteses
apresentadas no Teorema 4. Omitimos a demonstracao do Teorema 3 por

sua simplicidade.

Teorema 3. Seja 8 um grafo orientado. Entao, xo(a) = 2 se e somente

se Vx € V(ﬁ), x € uma fonte ou x € um sumidouro.

. L. = .
Teorema 4. Seja 8 um grafo aciclico de ordem n e T,, um torneio tran-

. , ) . P
sitivo. Se 8 nao contém ?Z como subgrafo, i > n + 1, entdo 8 € Th-

colorivel.

~ . ~ , - g
Demonstragdo. Por inducao no ndmero de vértices n = |V(1,)|. Por

hipdtese, 8 é aciclico, assim existe pelo menos um sumidouro s € V(G).
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Considere que R = {ry,r2, -+ ,r,} é uma ordenagao topoldgica de ﬁ Se
n = 1, entao 8 nao contém arcos e todos seus vértices podem receber
a cor r1. Suponha que para qualquer 1 < n < p, p > 1, a afirmacao é
verdadeira.

Seja ﬁ o grafo construido a partir de 6 pela remocao de S C V(a)
que é composto por todos os vértices sumidouros de 8 Note que ﬁ é
aciclico j4 que nao foram inseridos novos arcos em 3 Pelo menos um
sumidouro fazia parte do maior caminho de 8, assim ﬁ nao contém P;
como subgrafo, com j > n. Por hipdtese, ﬁ é Tn—_i—colorfvel. AT,
coloracao de ﬁ pode ser utilizada para definir uma ﬁ—colora@éo de 8,
atribuindo a cor r,, para todo s € S, considerando que 757y, € A(ﬁ), 1<
k<n-—1. O

A demonstracdo do Teorema 4 fornece um algoritmo de tempo polino-
mial de ordem (’)(\V(B)\ : \A(8)|) para verificar se um grafo orientado €

tem uma 7),-coloracao.

3 Grafos Orientados com Xo(@) =3
7

Existem dois torneios de trés vértices livres de isomorfismos, 75 com
—y = —y = —

A(ﬁ) = {totl, tltg, tQtQ} € ’1? com A(’_Z?) = {totl, tgtl, tQto} . Se Xo(a) =

3, entdo existe uma funcéao de homomorfismo de G para pelo menos um

destes dois torneios.

L - P - .
Lema 1. Se 8 € aciclico e ndo contém Py como subgrafo, entao 8 é

T3 -colorivel.

. L ~ P
Demonstracdo. Temos que 8 é aciclico e nao contém P, como subgrafo e
que T} é o torneio transitivo com 3 vértices, entao pelo Teorema 4 o grafo

¢ T3-colorivel. O

Seja 8 um grafo orientado e G seu grafo subjacente. Seja 8 € V(a)

uma orientacao de um ciclo C' C V(@) de tamanho n. Definimos )\(8)

n—1
como: )\(8) = > Awi,vitr1). Onde v;,v;41 sdo vértices consecutivos
i=0
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em C e v,_1v9 € E(C), tendo que, A(v;,viy1) = 1 se zm € A(g)
e M, vi41) = —1 se m € A(a)
Lema 2 [6]. Se 8 € a orientacao de um ciclo C, entao 8 é ﬁ—colom’vel
se e somente se )\(8) =0 (mod 3).

Lema 3 [2]. Toda drvore orientada F e ﬁ—colom’vel.

Lema 4. Sejam 8 e G respectivamente, um grafo orientado conexo e seu
grafo nao direcionado subjacente. O grafo 8 ¢ T5-colorivel se e somente
se a orientacao 8 em 8 de todo ciclo C' que € subgrafo de G tem )\(8) =
0 (mod 3).

Demonstragdo. (=) Sejam 8 e (G respectivamente, um grafo orientado
conexo e seu grafo subjacente. Suponhamos uma orientacao 8 em 3
de um ciclo C' que é subgrafo de G com )\(8) # 0 (mod 3). A partir
do Lema 2 sabemos que 8 nao ¢é Tj-colorivel. Como 8 é subgrafo de
3, entao 5 nao ¢é Ty-colorivel. Assim concluimos que para um grafo E’)
ser Ts-colorivel todas as orientagoes 8 de todos os ciclos C' de seu grafo
subjacente G tém )\(8) =0 (mod 3).

(<=) Sejam 8 e (G respectivamente, um grafo orientado ﬁ—colorl’vel

conexo e seu grafo subjacente. Dividimos a demonstragao em dois casos:

1. G é aciclico.
Se G ¢ aciclico, entao 8 ¢ uma arvore e pelo Lema 3 sabemos que
8 é ﬁ—colorivel.

2. Toda orientacao 8 em ?f de todo ciclo C' que é subgrafo de G tem
)\(8) =0 (mod 3).
A demonstragao neste caso é feita por inducao no niimero de vértices
n = |V(8)| Se n = 1, entao atribuimos a cor 0 para este vértice.
Suponha que para qualquer 1 < n < p, p > 1, a afirmacao é ver-
dadeira. Seja f a fungdo de homomorfismo entre 8 eTy,eFo
conjunto de vértices coloridos de 8 Definimos a coloragao de v de

acordo com dois casos:
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Tz NFl=1

Seja z um vértice tal que z € F. Se 70 € A(a), entao
f(v) = f(z) + 1 (mod 3). Se 1 € A(G), entdo f(v) =
(f(z) —1) (mod 3).

Ta()F| = 2.

Por hipdétese G é conexo. Se dois vértices v;,v; € F, entao
existe um caminho entre v; e v; em que todos os vértices do ca-
minho ja foram coloridos pois a coloracao é definida na ordem
da vizinhanga dos vértices ja coloridos. Se [I'z(v)(F| > 2,
entao v forma um ciclo com qualquer par de vizinhos coloridos
pois existe um caminho entre este par de vértices. Considere
v, v; € I'g (v) (N F como um par qualquer de vizinhos coloridos
de v. Sem perda de generalidade considere ? como O cami-

nho entre v; e v; e = {vj,...,0,...,v5,v}, 1 <k < j,0

ciclo formado por ? com a adicao de v. Por hipétese /\(8)

0 (mod 3), entao pelo Lema 2 8 tem uma Tj5-coloracao e temos

J
que f(v) = (f(vi) + Y _Mvg, vg11)) (mod 3). O

k=i

A demonstracdo do Lema 4 fornece um algoritmo de tempo polinomial
de ordem O(!V(a)] . \A(@)P) para verificar se existe um homomorfismo

entre um grafo G' e Ty. Omitimos a demonstra¢ao do Teorema 5 pois a

mesma consiste na aplicacao dos lemas apresentados nessa secao.

Teorema 5. Sejam 8 e G, respectivamente, um grafo orientado e seu

grafo subjacente. XO(@) = 3 se e somente se 8 tem pelo menos um

vértice que nao € uma fonte nem um sumidouro e toda orientac¢do 8 em
G de todo ciclo C que € subgrafo de G tem /\(8) = 0 (mod 3) ou C ¢

N K ~ s, -
aciclico e nao contém Py como subgrafo.
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4 Torneios que Contém um Unico Ciclo Orien-
tado

Teorema 6 [4]. Seja T um torneio e um inteiro k > 3. Se T contém Bk

como subgrafo, entdo ? contém todo 81 como subgrafo, comi=3,...,k.

A partir do Teorema 6 é possivel concluir que se um torneio ? contém

el

com |[V(G")| < \V(a)\, de maneira que G'* nao contém vértices fonte ou

apenas um ciclo orientado, entao este ciclo tem tamanho 3.

Descrevemos uma redugao que transforma um grafo 8 em um grafo

vértices sumidouro.

Redugao 1. Seja 8 um grafo orientado que contém vértices fonte ou

vértices sumidouro. O grafo G € obtido a partir de 8 poT:

1. Removendo o conjunto F'S = {x:x € V(a), (dé(z) =0e d%(z) +
0) ou (d%(x) =0e dé(m) #0)} de 8;

2. Repita o item i até que F'S = {(}.

Teorema 7. Sejam 8 e Gj respectivamente, um grafo orientado de
ordem n e o grafo obtido a partir da aplicagdo da Reducdo 1 em

Se todo ciclo C' no grafo subjacente de G'* tem a orientagdo 8 com
)\(8) = 0 (mod 3), entdo existe um torneio T que contém um unico

ciclo orientado tal que 8 é ?—colom’vel.

Demonstragcdo. Por hipdtese, ? contém um tnico ciclo orientado, entao
? pode ser dividido em S = {si,...,s;} componentes fortemente cone-
xas, e apenas a componente que contém o ciclo orientado tem tamanho
diferente de 1. Com isso, podemos observar que ? é construido a partir
de Ty adicionando uma sequéncia de fontes ou sumidouros.

A demonstracgao é feita por indugdo no numero n de vértices de 8 O
grafo G** é utilizado como base da inducao. Por hipdtese, a orientagao
de todo ciclo €' em (?% tem )\(8) =0 (mod 3), entao pelo Lema 4 G é
ﬁ—colorfvel. Suponha para qualquer n < p, p > |[V(G™)|, que a afirmagao

é verdadeira.
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Seja ﬁ o grafo construido a partir de 8 pela remocao do conjunto
F={x:z¢€ V(a), dé(l’) =0e d%(x) # 0} e do conjunto S =
{z:x € V(a), d%(m) =0e dé(m) # 0} de &. Por hipétese, uma
i
de todo ciclo C' que é subgrafo do grafo subjacente de H'* continua tendo
A(ﬁ)z()(modii) pois F ¢ G e S & G™.

A T -coloragao de ﬁ pode ser utilizada para definir uma ?-coloragéo

?—coloragéo pode ser atribuida para ﬁ, pois toda orientacao 8 em

de 8 considerando dois casos, de acordo com os conjuntos F' e S. Se
F # (), entao uma fonte ¢; é adicionada em ? e todos os vértices do
conjunto F' sao coloridos com a cor t;. Se S # (), entdao um sumidouro t;
¢é adicionado em 7 e todos os vértices do conjunto S sao coloridos com
a cor t;. O torneio 7 continua contendo um tnico ciclo orientado, pois
o vértice adicionado é uma fonte ou um sumidouro. Como ¢; é um novo
vértice em ? a ?—coloragéo de 8 é valida. O

A partir da demonstragdo do Teorema 7, podemos obter um algoritmo
de tempo polinomial de ordem (’)(|V(8)|2 + ]V(é)] . \A(8)|2) para o

problema da ?—colora@éo quando 7 contém um unico ciclo orientado.
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