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Numero de intervalo P; de prismas

complementares de grafos aciclicos
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Resumo

Motivados por trabalhos anteriores sobre ntmero de intervalo
para produtos de grafos, nos apresentamos igualdades e limites su-
periores para o numero de intervalo P53 para prismas complementares
de grafos aciclicos. Mostramos igualdades para o nimero de intevalo
Pj3 para prismas complementares de grafos estrela e grafos caterpil-
lar e mostramos limites superiores para prismas complementares de

arvores.

1 Introducao

Um grafo G = (V(G), E(G)) é um par ordenado que consiste em um
conjunto V(G) de nés (ou vértices) e um conjunto E(G) de arestas que
relacionam pares de vértices. Grafos sdo amplamente utilizados na mo-
delagem de problemas que envolvam ligacao entre pares de elementos,
como enlaces de redes de computadores, estradas entre cidades, moléculas

quimicas etc.
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Convexidade em grafos é uma abordagem para modelar situagoes en-
volvendo alguns processos de disseminagao entre entidades, por exemplo,
propagagao de doencas e opiniao [8]. Uma convezidade sobre G é definida
como uma familia C de subconjuntos de V(G) tal que 0,V(G) € C e C é
fechado sobre intersecgoes. Os conjuntos em C sdo chamados convezxos.

Algumas convexidades em grafos podem ser definidas através de uma
colecao P de caminhos. Um conjunto S C V(G) de vértices é P convexo
quando, para cada u,v € S, se w pertence a um caminho P = (u,...,v) €
P entao w € S. Se P for o conjunto de caminhos minimos, dizemos
que se trata da convexidade geodética [3, 5]. A convexidade que trata de
caminhos de tamanho 2 é a converidade Ps [6, 9.

O intervalo fechado entre dois vértices u e v, denominado I¢[u,v], é o
conjunto formado por u, v e todos os vértices contidos em algum caminho
de P entre u e v. Dado um conjunto S C V(G), seu intervalo fechado,
I[S], é a uniao de todos os intervalos fechados entre cada par de vértices
u,v € S. Dizemos que um conjunto S é um congunto convezo se I[S] = S.
Se I[S] = V(G), entao S é um conjunto de intervalo.

Na convexidade P3 se I[S] = V(G), onde S C V(G), entao cada vértice
em V(G)\S tem no minimo dois vizinhos em S. Por esta razao, determinar
o menor subconjunto S tal que I[S] = V(G) é o mesmo que determinar o
nimero de 2-dominagao de um grafo [1].

A convexidade em grafos é uma abordagem aplicada em vérios proble-
mas. Inicialmente o estudo da convexidade Pj foi direcionado ao problema
da infec¢ao por contaminagdo em uma grade quadrada, proposto em [2].
A situagao proposta é de uma grade celular quadrada com algumas células
inicialmente contaminadas. Uma célula inicialmente nao contaminada é
infectada caso duas células vizinhas estejam cotaminadas. Pergunta-se
quantas células iniciais sdo necessarias para infectar, iterativamente, to-
das as células da grade.

O nudmero de intervalo ic de um grafo G é a cardinalidade do menor
conjunto de intervalo, isto ¢, a cardinalidade do menor conjunto S C V(G)
tal que I[S] = V(G).
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Na convexidade geodética o problema de decisao relacionado ao ntimero
de intervalo é um problema NP-completo para prismas complementares
[5] e em [3] foram apresentados limites para produto cartesiano. Consi-
derando a convexidade P3, o nimero de intervalo também é NP-completo
para grafos gerais [7] e para a classe dos prismas complementares [9].

Seja o grafo G e o seu complemento G. Para cada vértice v € V(G) de-
notaremos v € V(G) como seu vértice correspondente, e para um conjunto
X C V(G), o conjunto X serd o conjunto correspondente de vértices em
V(@)

Este trabalho se dedica ao estudo do nimero de intervalo, ip,, conside-
rando a convexidade Pj para algumas classes de prismas complementares.
Para um grafo G com conjunto de vértices V(G) = {v1,...,v,} e con-
junto de arestas E(G), o prisma complementar de G é o grafo denotado
por GG com conjunto de vértices V(GG) = {vy,...,v,} U{01,...,0,} €
conjunto de arestas E(GG) = E(G) U{v;v; : 1 <i < j < n and vv; ¢
E(G)} U {221@1, . ,vn@n}.

Motivados por [9] nés estabelecemos resultados sobre o nimero de inter-
valo P para algumas classes de primas complementares. Apresentamos o
numero de intervalo P3 para os prismas complementares de grafos estrela,
limites superiores e inferiores para prismas complementares de grafos ca-
terpillar e arvores.

Para estes ultimos, ilustraremos instancias em que pode-se obter uma
igualdade no nimero de intervalo Ps.

O restante do texto estd organizado da seguinte maneira: na Segao
2 definimos alguns conceitos basicos e na Sec¢ao 3 apresentamos nossos

resultados.

2 Preliminares

Noés utilizaremos terminologias e notagoes bésicas e consideraremos so-
mente grafos finitos, simples e nao direcionados.

Considere o grafo G. Dado um vértice v € V(G) sua vizinhanga aberta,



224 C. Cardoso e E. M. M. Coelho

denotada por N(v), é o conjunto de todos os vértices adjacentes a v, e sua
vizinhanga fechada é N[v] = N(v) U{v}. A excentricidade de um vértice
v, €(v), é a distancia maxima de v a qualquer outro vértice u € G. O grau,
d(v), de um vértice é dado por d(v) = |N(v)|.

Em um grafo, os vértices de grau um sao chamados de folhas ou vértices
pendentes, e o vizinho de uma folha é chamado de vértice de suporte. Dado
um vértice de suporte v, denominamos L, o conjunto de folhas adjacentes
a v. Um vértice de suporte é um vértice de suporte forte se |L,| > 1.

Chamamos de drvore um grafo conexo aciciclo e uma floresta consiste
em um grafo aciclico. O grafo estrela Sy, é o grafo completo bipartido K ,,
com n > 2. Um grafo caterpillar P, (ki,ka,...,ky),n > 2, é uma arvore
obtida a partir de um caminho central P, = (¢, ¢g, ..., ¢,) adicionando-se
k; > 0 folhas ao vértice ¢; do caminho central, 1 < i < n. O numero de
folhas de um grafo caterpillar é f = """ | k;. Para evitar ambiguidade

utilizaremos que k; > 0 e k, > 0.

3 Resultados

Nosso primeiro resultado é sobre o niimero de intervalo Ps; para prismas

complementares de grafos estrela.
Teorema 1. Seja G = S,,S,,. Entdo, ip,(G) =n+ 2.

Demonstragdo. Considere v € S, tal que d(u) = n e {uj,ug,...,un}
sejam as folhas de S,,. Seja S = {uy,ug,us, ..., u,,u,uy }.Vamos mostrar
que I[S] = V(G). Note que |N(u) N S| > 2. Logo, u € I[S]. Como
witl, wiuy € E(G), para 2 < i < n, temos que V(S,) C I[S]. Logo,
I[S] = V(G) e ip,(G) <n+2.

Vamos construir um conjunto de intervalo minimo. Como d(u) = 1,
devemos ter obrigatoriamente @ € S. Assim, |S| > 1. Note que d(u;) = 2,
para 1 < i < n. Assim, para que I[S] seja V(G), ouu; € Souu € S e
e S, 1<i<n.

Caso 1. u; € 5,1 <i<n.
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Seja S = {w,u1,ug,...,u,}. Note que |S| = n+ 1. Veja que I[S] =
V(Sy) U{u}, e S nao é um conjunto de intervalo. Logo, um conjunto de
intervalo deve conter pelo menos um vértice u;, 1 <14 < n. Considere agora
S" = SuU{ur}. Como uwiu; € E(G), 1 <i<n temos que I[S'] =V (G).

Caso 2. u€ Sew;, € S,paral <i<n.

E facil notar que N(uw;) = {w;,u}. Assim, I[{u,u,uy,uz,...,Un}] =
V(G).

Por fim, S poderia ser composto por alguns vértices u; € S, 1 <i<n
e por alguns vértices u; € S, 1 < j < n. Neste caso, |S| > n + 2, pois se

algum u; ¢ S, implica que u e T pertengam a S. O

Nosso préximo resultado apresenta um limite superior para prismas
complementares de grafos caterpillar. Utilizaremos ¢ para denotar a quan-
tidade de vértices do caminho central do grafo caterpillar que possui no

maximo uma folha adjacente.
Proposigao 1. Seja G um grafo caterpillar. Entao, ip,(GG) < f+2+c.

Demonstragdo. Considere V(G) = {C U F} no qual F = {f1, fo,.., fm}
sejam as folhas e C = {cy, ca, ..., ¢, } sejam os vértices do caminho central.

Construiremos S, um conjunto de intervalo de cardinalidade f + 2 + c.
Observe que com dois vértices de F, digamos u e v, temos que F C I[u,v],
pois F é uma clique. Assim, acrescentamos fi e fm, a S.

Observe que I[f1, fm] = F UC\{¢j, ¢}, onde ¢ e ¢ sao vértices tais
que ¢;fi,cpfm € E(G). Para contaminar ¢ e ¢; de maneira eficiente,
incluiremos c; e ¢ em S. Assim, I[{f1, fm,¢j, cx}] = FUCU{f1, fm, Ci, Ck }-
O restante dos vértices de F serao contaminados se: (a) F\{f1, fm} C S
ou (b) FUC C S.

Sabemos que |F\{f1, fm}| = m—2e|FUC| = m+n, e como desejamos
um conjunto de intervalo com a menor cardinalidade possivel, incluiremos
F\{f1, fm} em S, de modo que S = {f1, fm, ¢j, ck } U[(F\{f1, fm)}]. Con-
sequentemente, I[S] = FUCUFUC\C’, onde C’ é o conjunto de vértices

do caminho central de G que possui no maximo uma folha.
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Para contaminar os vértices de C’ devemos inclui-los em S. Assim, S é
um conjunto de intervalo Ps tal que |S|=2+24 (f —2)+ ¢, onde f é o
numero de folhas de G e ¢ é o nimero de vértices do caminho central de
G com no maximo uma folha. Portanto ip,(GG) < f + 2+ c. O

Colocando algumas restrigoes no grafo caterpillar, podemos estabelecer

o valor exato do niimero de intervalo Ps.

Teorema 2. Seja G um grafo caterpillar no qual k; > 2 para todo i =
1,...,n. Entio ip,(GG) = f + 2.

Demonstracao. O limite superior para este caso pode ser obtido pela Pro-
posicao 1 ao observar que ¢ = 0. Para verificar o limite inferior suponha,
por contradi¢do, que exista um conjunto S de V(GG) de tamanho f + 1.

Como d(v) = 2 para todo v € F', entdao ou N(v) C S, ou v € S. Dessa
forma, a disposi¢cao dos vértices em S se dividird em alguns casos:

Caso 1. F CS.

Como |S| = f+1eF C S, devemos ter S = F U {z}. Podemos ter
re€CouzeCouze€F. Sex€C,entao I[S] =SUC e S nio é um
conjunto de intervalo. Se x € C, entdo I[S] N (C\{z}) = 0 e S nio é um
conjunto de intervalo. Por tltimo, se x € F, temos que I[S] = SUCUF
e novamente S nao é um conjunto de intervalo.

Caso 2. Dois vizinhos de cada vértice em F estao em S.

Os vértices em C e em F devem estar em S. Entdo |S| > |F| + |C|.
Como |F| = f e |C| =n > 2, temos que |S| > f + 2, uma contradicio.

Caso 3. Existem alguns vértices de F' em S e vizinhos de outros vértices
de F em S.

Como observado anteriormente, se um vértice f; € F nao estd em S
entao seus vizinhos, digamos u e v, devem estar em S para que f; € I[S].
Se pelo menos dois vértices de F nao estao em S, entdo |S| > f+2. Logo
S contém pelos menos f — 1 vértices de F. Pelo Caso 1 vamos considerar
S = F\fi U{u,v} tal que uf;,vf; € E(GG). Note que I[S] = FUCUF e

S nao é um conjunto de intervalo.
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Como obtemos uma contradi¢ao em todos os casos, pode-se afirmar que
|S| > f + 2. Portanto ip,(GG) = f + 2. O

Nosso objetivo agora é obter limites para o ntmero de intervalo de
prismas complementares de arvores. Agora vamos considerar f o nimero
de folhas de uma arvore 7. Iniciaremos com alguns resultados de [2] sobre

o nimero de intervalo P53 para arvores.

Teorema 3. [2] Se T € uma drvore nao trivial de ordem n entao ip,(T) <
ntf
5

Teorema 4. [2] Seja G um grafo diferente de uma estrela. Seja u um
vértice de suporte de G com apenas um vizinho que nao seja folha e G' =
G — (L, U{u}). Entio ip,(G') < ip,(G) — |Ly|. Se u for um vértice de
suporte forte, entdo ip,(G') = ipy,(G) — |Lu].

Lema 1. Seja T uma drvore ndo trivial que ndo seja uma estrela. Entao,
existem no minimo dois vértices de suporte em T com apenas um vizinho

nao pendente.

Demonstragdo. Considere T uma arvore nao trivial que nao seja uma
estrela. Considere 7" a subdrvore de T tal que 77 = T — F(T), onde
F(T) é o conjunto de folhas de T. Como T néao é um grafo estrela, T”
possui ao menos dois vértices e possui ao menos duas folhas, digamos u
e v. Note que, essas duas folhas, u e v, ndo sao folhas em T. Mas como
u e v tem grau 1 em 77, esses vértices sao de suporte em T e possuem

somente um vizinho nao pendente em 7', concluindo a prova. O

Por fim, apresentamos um limite superior para o nimero de intervalo P
em prismas complementares de arvores gerais. Vamos denotar por n(G)

o numero de vértices de um grafo G e por f(G) o nimero de folhas de G.

Teorema 5. Considere T uma drvore nao trivial que ndo seja uma estrela.
Entdo ip,(TT) < "DHT 4 o
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Demonstragao. Considere v; e v; dois vértices de suporte de T' com apenas
um vizinho nao pendente. Esses vértices existem devido ao Lema 1. Sejam
fi e f;j folhas de T" adjacentes, respectivamente, a v; e v;.

Vamos construir um conjunto de intervalo P3. Quaisquer dois vértices
de T ndo formam um conjunto de intervalo de T. Porém, I[f;, f,] =
V(T)\{vi,vj}. Dessa forma, adicione f; e f; a S. Como [N(f;) NT| =
IN(f;) NT| =1, vamos acrescentar v; e v; a S.

Note que I[v;, f;] = fi. O restante das folhas do vértice de suporte
v;, caso existam, nao pertencem a I[{fi,fj,vi,vj}]. Por esta razao as
folhas L, \{fi} serao acrescentadas a S. De forma anéloga, acrescentamos
Ly \{f;j} aS. Observe que até este momento a cardinalidade de [S| ¢ igual
a Ly, | + | Lo, | + 2.

Seja T" o subgrafo induzido de T' tal que T" = T'— (L, U{v; JUL,;U{v;}).
Note que T[{Ti, Ty, 06,05} U (Lo, \ {fi}) U (L, \ {fi})] = VITPNV(T").
Entao, podemos afirmar que ip,(TT) = ip,(T") 4 |Ly,| + | Ly, | + 2.

Pelo Teorema 4, temos que ip,(T") < ip,(T) — |Ly,| — |Ly,|. Portanto
iy (TT) < iy (T) = |Lug| = |Luy |+ L] + | Loy | +2 = iy (T) + 2.

(T)+/(T)
2

Por fim, segundo o Teorema 3, ip,(T) < e portanto ip, (TT)

WIAT) | o

0 IA
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